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Résumé du sujet : 
 

 
 L'utilisation de la géométrie différentielle se révèle être un outil très fécond pour les 
théories de la  physique. En fait depuis que Maupertius (aidé d'Euler) postula en 1744 le 
principe de moindre action1 jusqu'au concept de "connexion" d'Elie Cartan (1924), l'évolution  
de la géométrie différentielle est inextricablement liée aux travaux de physiciens et 
mathématiciens aussi illustres que Lagrange, Jacobi, Hamilton, Riemann, Poincaré, Noether 
Einstein, et aujourd'hui Marsden  ou Arnold. La plupart des équations fondamentales - en 
mécanique classique, en électromagnétisme, en relativité générale et en théorie quantique des 
champs- peuvent être formulées à partir de ce principe (indémontrable) de moindre action. A 
travers la démarche géométrique se sont les propriétés intrinsèques des phénomènes 
(noumènes ?) qui intéressent ces scientifiques indépendamment de tous choix de repères 
(invariance par changement de systèmes de coordonnées) et c'est cette préoccupation qui 
confère à leurs théories une dimension universelle. 
 
 Bien que l'acoustique soit une des disciplines de la mécanique sa "géométrisation" est 
encore limitée à quelques domaines (mécanique des fluides, ultra sons, phonons,..). A l'instar 
de travaux sur la propagation non linéaire dans les poutres de Reissner, il semble qu'une 
réappropriation des théories de l'acoustique à travers les concepts de la géométrie 
différentielle puisse permettre d'appréhender les phénomènes non linéaires dans leurs qualités 
intrinsèques. Il s'en suit un domaine de recherche visant à établir et à résoudre des modèles 
dynamiques expurgés de toute non-linéarité artificielle en tirant partie des propriétés de 
symétrie sous-jacente par l'utilisation de groupes de Lie. 
 
 
 

                                                 
1 « L'Action est proportionnelle au produit de la masse par la vitesse et par l'espace. Maintenant, voici 
ce principe, si sage, si digne de l'Être suprême : lorsqu'il arrive quelque changement dans la Nature, la 
quantité d'Action employée pour ce changement est toujours la plus petite qu'il soit possible. » 
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Sujet développé  

 
Le contexte de ce sujet de thèse est celui de la propagation non linéaire d’ondes dans des 
milieux élastiques unidimensionnels formalisé à l’aide du modèle de poutre de Reissner 
[8,13,15,16,17,18,20] (il est aussi envisagé l’extension de ce modèle dans le cas 
bidimensionnel). Dans ce contexte, les grands déplacements sont à l’origine des non-linéarités 
géométriques et se formalisent par l’écriture de la dynamique sous la forme des équations 
d’Euler Poincaré [3,7] dans l’algèbre de Lie du groupe de symétrie considéré. Bien que ces 
équations puissent être résolues numériquement [11,13], il semble plus fructueux de suivre les 
conseils et la démarche de Louis Poinsot [1] qui  dès 1851, reprenant, après Lagrange [2], 
l’étude de la rotation d’un corps abandonné à lui-même, écrivait : 

«… et l’on sait que depuis, l’illustre Lagrange a repris ce fameux problème2, pour 
l’approfondir et le développer à sa manière, je veux dire par une suite de formules et de 
transformation analytiques qui présentent beaucoup d’ordre et de symétrie. Mais il faut 
convenir que, dans toutes ces solutions, on ne voit guère que des calculs, sans aucune image 
nette de la rotation du corps. On peut bien, par ces calculs plus ou moins longs et compliqués, 
parvenir à déterminer le lieu où se trouvera le corps au bout d’un temps donné ; mais on ne 
voit point comment le corps y arrive : on le perd entièrement de vue ; tandis qu’on voudrait 
l’observer et le suivre, pour ainsi dire, des yeux dans tout le cours de sa rotation. » 
Ce qui le conduisit à formuler ce qu’on désigne aujourd’hui le théorème de Poinsot [10]:  

« Considérez le centre de gravité du corps, ou, si le corps n'est pas libre, le point fixe 
qui fait le centre de sa rotation. Autour de ce point, et sur les directions principales des trois 
axes principaux d'inertie qui s'y rapportent, imaginez un ellipsoïde construit avec trois axes 
de longueurs réciproques aux BRAS DE L'INERTIE du corps autour des mêmes axes; et faites 
maintenant abstraction de la figure du corps pour n'y plus voir que celle de l'ellipsoïde que 
j'ai nommé l'ELLIPSOIDE CENTRAL. 

Si vous supposez que cet ellipsoïde, dont le centre est maintenu immobile au même 
point de l'espace, roule sans glisser sur un plan fixe avec lequel on l'a mis en contact, vous 
aurez la représentation exacte du mouvement géométrique que suit le corps en vertu du 
couple qui l'a frappé dans le plan fixe que l'on considère: et si vous ajoutez que la vitesse 
angulaire avec laquelle il tourne à chaque instant sur le rayon mené du centre au point de 
contact, est proportionnelle à la longueur même de ce rayon, vous aurez à la fois le 
mouvement géométrique et dynamique de ce corps... » 
 Dans le langage moderne, Arnold [4] exprime le problème sous la forme :  
  « Les mouvements eulériens du corps rigide sont les géodésiques du groupe des 
rotations de l'espace euclidien à trois dimensions, muni d'une métrique invariante à gauche. » 
 
La solution proposée par Poinsot s'applique donc à un problème mécanique pour lequel il 
existe une invariance par rotation. L'ellipsoïde est la représentation géométrique de l'énergie 
cinétique et le plan invariable sur lequel roule cet ellipsoïde correspond à la conservation du 
moment cinétique. Le moment cinétique est précisément la « fonction moment » (momentum 
map) associée au groupe des rotations : SO(3). Notons enfin, que la solution du problème 
correspond aussi à l’intersection de l’ellipsoïde avec les orbites co-adjointes du groupe SO(3). 
 
Dans cet exemple simple, le mouvement du plan tangent à l’ellipsoïde d’énergie peut être 
envisagé dans le cadre de la théorie des connexions affines d’Elie Cartan [5,6] et fournit un 

                                                 
2 Poinsot fait référence aux équations différentielles régissant le mouvement d'un corps rigide 
qu'Euler avait établit en 1765.  
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cadre plus général dans lequel le théorème de Poinsot peut être reconsidéré. Cette 
identification doit permettre l’étude de systèmes régis par d’autres groupes de Lie3 -autre que 
SO(3)- et constitue l’axe principal du travail de thèse proposé. 
 
« Every mathematical discipline goes through three periods of development: the naive, the 
formal, and the critical. » - David Hilbert. 
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